WYKLAD 6
INTERPOLACJA FUNKCJAMI
SKLEJANYMI (SPLAJNY)




W tym wykladzie oméwimy problem interpolacji przy pomocy tzw. funkcji sklejanych,
zwanych tez (zargonowo) splajnami. W przeciwienstwie do metod interpolacyjnych
opisanych w Wyktadzie nr 1, gdzie stosowaliSmy jeden globalny wielomian dla catego
przedzialu interpolacji, w metodzie splajnéw stosowane sg funkcje zdefiniowane jako
wielomiany niskiego stopnia osobno dla kazdego odcinka pomiedzy sgsiednimi weztami
interpolacyjnymi. Te lokalne wielomiany sa jednak tak dobrane, aby — opréocz warunkow
Interpolacji — spelnia¢ warunki sklejenia w taki sposéb, aby caty splajn byl funkcja o
odpowiedniej regularnosci. Skoncentrujemy si¢ przede wszystkim na zagadnieniu interpolacji
za pomoca splajnu kubicznego, tj. funkcji cigglej wraz z pochodnymi do rzedu drugiego

wlacznie 1 zbudowanej z wiclomiandéw 3-ego stopnia.

Nalezy wspomnie¢, ze funkcje sklejane (i ich daleko idgce uogolnienia), maja wiele
zastosowan praktycznych, w szczegélnosci stanowia podstawowe narzedzie

wspolczesnego projektowanie geometrycznego (CAD).




Rozwazmy uktad N weztéw interpolacyjnych {(X,,V¥,), (X, ¥1)s--o (X, _1s Vo q)},  Qdzie
a=X, <X <.<X_,=D.

Splajnem kubicznym C = C(X) nazywamy funkcje okre$long na przedziale [a,b] i taka, ze:
1. C(x) eC?([a,b]), tj. jest ona ciagla wraz z pierwsza i druga pochodna w [a,b].

2.C (x):= C(x)\[xk,w
podprzedziatu funkcja ta jest pewnym wielomianem 3-ego stopnia.

—a .x’+a, . x*+a, . x+a, ., k=0,.,n=2, tj. wewnatrz kazdego
k3 k.2 k1 k.0 J d g

3.Dla kazdego wezta funkcja C(X) spetnia warunki interpolacji tj.
C(x)=Y, , k=0,.,n-1.




Z powyzszego wynika, ze wielomiany lokalne muszg spetnia¢ warunki interpolacyjne
C.(x)=y, , k=0,..,n-1,
oraz warunki sklejenia zapewniajace zalozong regularnos¢ funkceji C, a mianowicie

(Ck—l(xk) — Ck (Xk)
CI:—l(Xk) = Cé (Xk)
\CIZ—l(Xk) = Cé'(Xk)

o

dla k =1,..,n—2 (tj. w weztach wewnetrznych).

Zauwazmy, ze liczba postawionych warunkow jest rowna 4n - 6. Catkowita liczba nieznanych

wspolczynnikow lokalnych wielomianow jest natomiast rowna 4(n-1) =4n-4. Zatem,
problem wyznaczenia splajna kubicznego jest niedookreslony.

Potrzebujemy nalozy¢ dwa dodatkowe warunki tak, aby zagadnienie wyznaczenia
funkcji C mialo jednoznaczne rozwigzanie.
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Splajn kubiczny

Zwykle (ale nie zawsze) warunki dodatkowe majg forme¢ warunkow ,brzegowych”
natozonych na pierwszg lub druga pochodna funkcji C, a mianowicie:

(C'(X,)=ca lub C"(x,)=p) 1 (C'(X_,)=y lub C"(x _,)=09)
W powyzszych warunkach liczby a, 3, v, 1 0 s oczywiscie zadane.

Waznym przypadkiem szczegolnym jest tzw. splajn naturalny. Jest to taki splajn kubicznym
ktory spetnia warunki postaci

C"(x,)=0 , C"(x.,)=0

Splajn naturalny posiada interesujgcag witasnosc. Okazuje sie, ze sposrod wszystkich funkcji
ciggtych wraz z dwiema pierwszymi pochodnymi 1 interpolujagcych zadany uktad wezidw
splajn naturalny ma najmniejszq warto$¢ calki z kwadratu drugiej pochodnej na
przedziale interpolacji [a,b], tj.

T[C”(x)]zdx =min

a




Doktadniej, mamy nastepujgce

TWIERDZENIE: Niech f eC?([x,,%,,]) bedzie dowolna. Zalézmy, ze C"(a)=0 i
C'(b)=01lub C'(a)=f'(a) i C'(b) = f'(b). Wowczas

jb [C"(x)]Pdx < j:[f "(x)]2 dx

Dowod:

fb C"(X)[f"(x)~C"()]dx = C"(X)[f'(x)~C'(N][. - I:C”’(x)[f’(x)—C’(x)]dx:

przez
czesci

=C'(b)[T'(b)-C(b)]-C"(a)[T'(a) -C'(a)] - LbC”’(X)[f (%) =C'(x)]dx =

=0 z zalozenia =0 z zalozenia

X

ST m ' ' S St r gy '
=3[ ) [F/00-C'x01dx = -6, o[ [£(x) ~C'(x)]dx =
k=0 " 6a, 3=const k=0
n-1
=6 a,[f(x)-C(X)]_ " =0
k=0 . y

=0
bo C(x)="f (x), k=01,.,n




Otrzymali$my rownosé ["cr(0) " (x)dx = [ [C" ()P dx.
Dalej mamy

0< jab[f "(X) = C"(X)]2dx = jb[ Fr(X)Pdx —2 jb F(X)C"(X)dx + J‘:[C”(x)]zdx _

= [TIe 0P ox

= ["If (0T ax - [ [C(x)Fdx
czyli _[:[f”(x)]zdxz _[:[C”(x)]zdx. Koniec dowodu.

Pozostaje kwestia jak w efektywny sposob wyznaczy¢ (skonstruowac) splajn kubiczny dla
zadanego uktadu weztow. W teorii, moglibySmy zbudowa¢ 1 rozwigza¢ uklad rownan
(liniowych) dla nieznanych wspoélczynnikow lokalnych wielomianow Cy (k =0,1,..,n-2).
Uklad taki zawieralby 4n-4 rOwnan, a macierz wspotczynnikow miataby dos¢ ,,paskudng”
strukture.

Okazuje si¢ (jak zwykle?), ze istnieje alternatywna metoda inteligentna!




Zacznijmy od spostrzezenia, ze druga pochodna poszukiwanej funkcji sklejanej C jest funkcja
kawaltkami liniowg (mowimy tez — jest splajnem liniowym). Mozna ja zapisa¢ nastepujaco:

C 0,0 = GO0 =

— X,
k 1
C”( k) . +C”( k+1)
Y2 e X y T M
k-1 n-2
Yi X X X—X

. " _ k+1 k

Ve - Yk Y1 Ck (X) =m, — +M

0 k hk
«(X)
X, X; X X X X Xz Xois - "

0o A1 2 k-1 k k+1 n2 “n1X gdZ|e mk = C (Xk) J hk — Xk+1 _Xk

Catkujac dwukrotnie powyzszg formute otrzymamy posta¢ lokalnego wielomianu C,

m
C.(x) = 6hk (Xepq — X)3 +ﬁ(x - Xk)3 + Py (X = X) + 0 (X=X%,)
k k

przy czym symbole px | Qx oznaczajg stale catkowania. Czytelnik bedzie uprzejmy upewnié
si¢, ze druga pochodna funkcji C, ma istotnie odpowiednig postac.




Poki co, stale catkowania byly dowolne. Teraz dobierzemy je tak, aby spelni¢ warunki
interpolacji

Ck (Xk) =Y Ck (Xk+1) = Yy

Otrzymujemy warto$ci statych P 1 gk

Y

k

yk+1

k

Y« :%mkhkz +ph, = p.="—-gmh

_1 2 1
Yiur = M +ohy = g = — M.

I w konsekwencji ostateczna posta¢ lokalnego wielomianu wyraza si¢ formulg

m
Cy(X)= hk (X = %)+ 6F]+1 (X=%)>+ [ %/k smyh j(xkﬂ X) + [ yﬁﬂ s My ] (X—%)
K K K K

przy czym indeks Kk przyjmuje wartosci od 0 do n-2.




Pozostalo obliczy¢ wartosci drugiej pochodnej splajnu w wezlach, czyli wielkosci
My, My, M

Zauwazmy, ze nie wykorzystalisSmy jeszcze warunku ,,dopasowania” pierwsze] pochodnej
sgsiadujacych wielomianow lokalnych. Rézniczkujac otrzymang wyzej formute dla C, mamy

’ m m+ +
CX) == 2 (s =207+ 2 (x =)+ 2 =~ (m , —m)h,
K k k

Rozwazmy wezet X. Z powyzszego wzoru wynika dla X = X, ze

: 1 1 Yeur =Y _ 1 1
Co(X)=—3mh, —gm,.h + +h =—3imh, —sm.h +d,
+
d

Wartos¢ pierwszej pochodnej wielomianu Cy; w wezle Xy otrzymamy nastepujaco: najpierw
w ogoblnej formule dla 1-szej pochodnej wielomianu Cy, podmienimy formalnie k na k-1, a
nastepnie podstawimy X = X, . Oto rezultat (sprawdzic!)

Y = Yo

' 1 1 1 _ 1 1
Ca(x)=smh_ +gm_h_ + =smh+sm_h +d




Z warunkow ciagglosci 1-szej pochodnej w weztach mamy C,_ (X )=C/(X. ) , CO po
podstawieniu otrzymanych wzorow 1 prostych przeksztalceniach prowadzi do nastepujacego
uktadu rownan dla wielkosct m,,mM,,...,m, 4

h._m_+2(h_ +h)m +hm ,=u , k=12,.,n-2

gdzie oznaczyli$my u, =6(d, —d, ;)= 6( Yin =Y Y = y“j.

hk hk—l

Wiemy juz, ze do wyznaczenia funkcji sklejane; C potrzebujemy dwoch dodatkowych
warunkow. Jesli zdecydujemy si¢ na okreSlenie wartosci pierwszej pochodnej w wezlach
skrajnych to warunki te przyjma postac

C'(x,)=—hm,-thm+d,=a¢ = 2hm,+hm, =6(d, —)

C’(Xn—l) — %hn—zmn—l + % hn—zmn—z + dn—2 — 7/ — hn—2mn—2 + 2hn—2mn—1 - 6(7/ - dn—2)

Jesli natomiast okreslimy wartosci brzegowe drugiej pochodnej to dodatkowe rownania sg

bardzo proste, a mianowicie Mmy=4 1 m _,=0. W szczegolnosci, jesli f=0=0 to
otrzymamy splajn kubiczny naturalny.




Podsumowujac, kompletny uktad rownan liniowych dla wartosci drugiej pochodnej splajna
kubicznego w weztach moze by¢ zapisany nastepujaco:

(my=4 lub 2hym,+hm, =6(d,—«) , k=0
h.m ,+2(h_,+h)m +hm_,=u , k=1.,n-2
m_,=06 lub h_m_,+2h _,m_,=6(y-d,,) , k=n-1

\

W notacji macierzowo-wektorowej: T M =r. Zauwazmy, ze macierz T jest tréjdiagonalna.
Niezerowe elementy tej macierzy mozna zapisac jako elementy trzech wektoréw a,b and c.

o
O O o o
O O O O o

0
T={0 0 -a c —b
o 0 o0 .
c o o0 0 -a, ¢, -b,
| 0 0 0 O 0O -a, ¢C.;




Wartosci zapisane w tych wektorach zaleza od przyjetego wariantu ,,warunkow
brzegowych” i przedstawiaja si¢ nastepujaco:

(a, =0 (nie uzywany) (b, =0 lub b, =-h, (c,=1 lub c,=2h,
sa, =-h_ , k=1.,n-2 ib=-h , k=1.,.n-2 <c,=2(h_,+h) , k=1.,n-2
a,,=01luba_ =-h_, b, =0 (nie uzywany) C,,=11lubc_,=2h,

Do efektywnego rozwigzania ukladu liniowego z macierzg trojdiagonalng stosujemy
specjalny wariant metody eliminacji Gaussa zwany algorytmem przeganiania (Thomasa).
Przedstawimy ten algorytm zaktadajac, ze rozwigzywany uktad rownan ma postac

-

CoMp — bOml =0
_akmk_1+ckmk_bkmk+1:rk y kzl,..,n_2
_an—lmn—z + Cn—lmn—l — rn—l

N\

"




Metoda przeganiania (algorytm Thomasa)
Rozwazmy dwa pierwsze rownania uktadu
{Como —bym, =1,
—am, +¢m —bm, =r,
1 zalozmy, ze C, #0. Najpierw ,normalizujemy” pierwsze réwnanie dzielac je przez c,
nastgpnie eliminujemy My metodg przeciwnych wspotczynnikow
{mo —aM =f, , ay=0,/c, , By =T,/c,
—am, +¢m —bm, =1,

1 w koncu sprowadzamy zmodyfikowane drugie rOwnanie do postaci ,,znormalizowanej”

(Cl _ aOal)ml _ blmZ =h+ al:Bo / (Cl _ aOal)
U

b r+a
m-am,=4 , o= - , B = 1+ &/
C, —oq C, — o

W trakcie obliczen pojawiaja si¢ dwie pomocnicze wielkosci «, and f,.




Zauwazmy, ze nowy zredukowany uktad rownan z niewiadomymi my,...,m_, wyglada ,,tak

samo” jak oryginalny, tj. ma struktur¢ 3-diagonalng 1 pierwsze z réwnan ma postac 3-
diagonalng i pierwsze rownanie ma posta¢ znormalizowang. Uklad ten jest zatem gotowy do
kontunuowania procedury eliminacji kolejnych niewiadomych. Po k krokach procedury
eliminacyjnej dochodzimy do etapu, w ktorym uktad zwiera niewiadome o numerach od k do
n-1. Nastepny krok polega na eliminacji niewiadomej My metoda przeciwnych
wspotczynnikow. W szczegdtach wyglada to nastepujaco

{mk —a,m., = [-a,,
—& M +C M, — bk+1mk+2 =L
(Ce — @ )M =B m, =r., +BDb,
b r.+a ..
_ _ k1 M T A Py
mk+1 o ak+1mk+2 - ﬂk+1 y Oyq = . 1 ﬂk+1 = .
Chn — O Chn — Oy

Podczas obliczen pojawia si¢ kolejna para wielkos$ci pomocniczych «,,, and S, ;.




Ostatecznie, po n-1 krokach eliminacji proces osigga ostatnie rownanie uktadu. Ostatni krok
eliminacji przebiega nastepujaco

{mnz o an—zmn—l — an—Z /'an—l
_an—lmn—z + Cn—lmn—l — rn—l
(Cn—l _ an—Zan—l)mn—l — rn—1 + ﬂn—an—l

U

r-n—l + ﬁn—zbn—l
C -1 an—Zan—l

n

mn—l —

Zauwazmy, ze ostatnie rOwnanie uktadu zawiera jedynie dwie niewiadome (przedostatnig 1
ostatnig), przez co wyniku eliminacji m,., Otrzymujemy réwnanie z tylko jedng niewiadomag
Mp1. Zauwazmy rowniez, ze podczas procesu eliminacji otrzymaliSmy rekursywng formute
wigzaca dwie niewiadome o kolejnych numerach. Ogolna posta¢ tej formuly wynika z
pierwszego réwnania (znormalizowanego) zredukowanego uktadu po k krokach eliminacji, a
MianowicClie

m =46 +am., , k=n-2,n-3,..,10

W ten sposdb wszystkie wyeliminowane wczesniej niewiadome moga by¢é wyznaczone w
petli chodzacej wstecz.




Metode przeganiania (algorytm Thomasa) mozna podsumowac¢ nastgpujaco:

ETAP 1 (sweep —up)

a,=b,/c, ; p,=rlcy;
for k=0,..,n-3 do:
b
ak+1: ‘ :

Chn — Oy

ﬂk — rk+1 +16kak+1
+1
Crar — KBy

end ;
ETAP 2 (sweep —down)

— rn—1 +ﬂn—2an—1 .
n-1 ’
Cn—l o an—zan—l

fork=n-2,..,0 do: !ta petla chodzi wstecz!
m, = S +om,
end ;

m




UWAGA:

Poniewaz metoda przeganiania jest pewnym wariantem metody eliminacji Gaussa (bez
wyboru elementu glownego — vide Wyktad 7), to na macierz trojdiagonalng nalezy nalozy¢
pewne ograniczenia gwarantujace powodzenie obliczen. Chodzi przede wszystkim o
gwarancje, ze wszystkie operacje dzielenia b¢da wykonalne (nie wystapi dzielenie przez
ZEero).

Mozna pokaza¢, ze warunki wystarczajace dla powodzenia przebiegu obliczen metoda
przeganiania majg nastepujgca postac:

1)c,#0,c,,#0,a #0,b #0,k=1.,n-2
2) warunki diagonalnej dominacji
c|=a]+|b] . i=1.,n-2

Col = [os 1 lens] > o

Przynajmniej jedna z tych nierownosci musi byc OSTRA/




